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31 maggio 2018, es.1) Programmazione lineare
Discutere il seguente problema di Programmazione lineare: trovare il massimo di p(x1, x2, x3, x4) = x1 + x2 + x3 - x4 
con i vincoli xk ≥ 0 (1 ≤ k ≤ 3) e
3 x1 + 4 x2 + x3 + x4 = 12
x1 + x3 = 5
2 x1 + 8 x2 - 2 x3 + 2 x4 = 4
Può essere utile osservare che, indicate con Ak (1 ≤ k ≤ 4) le prime 4 colonne, e con B la quinta colonna della 
matrice 
� � � � ��
� � � � �
� � -� � � �risulta  A2 = A1 - A3 + 2 A4 ; B = 3 A1 + 2 A3 + A4 .
Soluzione.
Seguendo le indicazioni del testo scegliamo come prima base dello spazio A* generato dalle colonne di A, matrice dei 
coefficienti del sistema scritto sopra, l’insieme B1 = {A1, A3, A4}; con questa scelta si ottiene la prima tabella del 
simplesso come segue:
A1 A2 A3 A4 B
xv1 = x1 cv1 = c1 = 1 1 1 0 0 3
xv2 = x3 cv2 = c3 = 1 0 -1 1 0 2
xv3 = x4 cv3 = c4 = -1 0 2 0 1 1
0 -3 0 0 4(z1 - c1) (z2 - c2) (z3 - c3) (z4 - c4) (z)
Siccome z2 - c2 = -3 < 0 e la colonna 2 della tabella contiene termini positivi  bisogna operare la “trasformazione 
pivotale” facendo entrare nella base il vettore A2 al posto di uno di quelli presenti in B1 .
Il criterio di uscita impone di calcolare β1α1,2 = 3; β3α3,2 = 12 ; il minimo di questi due valori è β3α3,2 = 12 , quindi il vettore che 
esce da B1 è Av3 = A4 .  Con semplici calcoli si ottiene la nuova tabella del simplesso relativa alla base 
B2 = {A1, A3, A2} :
A1 A2 A3 A4 B
xv1 = x1 cv1 = c1 = 1 1 0 0 - 12 52
xv2 = x3 cv2 = c3 = 1 0 0 1 12 52
xv3 = x2 cv3 = c2 = 1 0 1 0 12 12
0 0 0 32
11
2(z1 - c1) (z2 - c2) (z3 - c3) (z4 - c4) (z)
Siccome adesso tutti gli zj - cj sono ≥ 0 , l’algoritmo è terminato; la funzione obiettivo ha massimo nella regione 
ammissibile, il massimo vale z = 112  ed è assunto per (x1, x2, x3, x4) =  52 , 12 , 52 , 0.
31 maggio 2018, es.2) Distribuzioni
Sia, per x ∈ ℝ e n ∈ℕ ,  fn(x) = nx sen xn  .
a) Giustificare il fatto che le funzioni fn sono idonee per definire distribuzioni, e tracciare un grafico qualitativo di f1 e 
f3.
b) Dimostrare che la successione (Tfn) converge in  ' (ℝ) alla distribuzione Tsgn , con “sgn” ad indicare la funzione 
segno: sgn(x) =  1 se x > 0-1 se x < 0 .  (Una condizione sufficiente per la convergenza in ’(ℝ) è la convergenza uni-
forme sui compatti della successione (fn) alla funzione sgn).
����������� ������� ��������������������������
Soluzione.
a) Le funzioni fn sono continue in ℝ - {0} ; bisogna esaminare meglio il comportamento in 0.  Facilmente si nota che 
limx→0+ nx sen xn  = 1 ,  limx→0- n-x sen xn  = -1; quindi fn ha in x = 0 una singolarità di prima specie; ogni fn è quindi local-
mente sommabile in ℝ e perciò adatta per definire una distribuzione.   Qui sotto, i grafici di f1 e f3 .
�[�_� �_] �= �� ��� ��  � > �- �� ��� ��  � < �
����[{�[�� �]� �[�� �]}� {�� -��� ��}� ��������� → ����
����������� → ��]
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b) Come suggerito nel testo, mostriamo che la successione (fn) converge uniformemente sui compatti (privati dello 
zero) alla funzione segno, definita come sopra.  Sia dunque K ⊂ℝ un compatto, M > 0 tale che K ⊂ [-M - M].  Le 
funzioni fn e la funzione segno sono funzioni dispari; quindi è sufficiente osservare quello che succede in ] 0, M] ; in 
questo intervallo fn(x) = nx sen xn  , sgn(x) = 1 .  Siccome limt→0 sen tt = 1 si ha che: per ogni ε > 0 esiste δ > 0 tale che: se 
0 < t < δ allora  sen tt - 1 < ε .  Se x ∈] 0, M] allora  xn ≤ Mn ; Mn < δ se n > Mδ .  Perciò, se n > Mδ , è  nx sen xn  - 1 < ε .
Ciò prova la convergenza uniforme di (fn)  a 1 in ] 0, M]  e, grazie alla disparità delle funzioni trattate, anche la conver-
genza uniforme di (fn)  a -1 in [-M, 0[ .
31 maggio 2018, es.3) Confronto tra due funzioni
a) Mostrare che per ogni x > 0 è x3 > 8 ln x .  Giustificare le spiegazioni senza usare la calcolatrice; si assume noto 
che e ≈ 2.718 .
(può essere utile studiare la funzione f (x) = x3 - 8 ln x ).
b) Determinare per quali a > 0 si ha che per ogni x > 0 è x3 > a ln x .
Soluzione.
a) Sia
�[�_] �= �� - � ���[�]�
Allora
��[�]
- �� + � ��
������[��[�] ⩵ �� � ∈ �����]
� ⩵ ���/�
Si vede facimente che questo valore, cioè x =  83  13  è punto di minimo assoluto per f.  Il valore del minimo è
f  83  13  = 83 - 83 ln 83  = 83 1 - ln 83 
valore positivo perché 83 < e e quindi il minimo valore assunto da f è positivo; ciò prova la tesi.
b) Similmente a quello che abbiamo fatto in (a), sia
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�[�_] �= �� - � ���[�]�
Allora
��[�]
- �� + � ��
Allora f ' (x) > 0 ⟺ x >  a3  13 ; x =  a3  13  è punto di minimo assoluto per f ; il valore del minimo è
f  a3  13  = a3 - a3 ln a3  = a3 1 - ln a3 
Tale minimo è positivo se e solo se a3 < e , cioè a < 3 e.  Questa è la condizione affinché sia soddisfatta la richiesta di 
(b).
31 maggio 2018, es.4) Verifica di un limite.
Verificare, applicando la definizione di limite, che limx→3 xx3-21 = 12 .
Soluzione.
Si tratta di provare che (indicato con D il dominio naturale della funzione f definita da f (x) = xx3-21  ):∀ ε > 0∃ δ > 0, ∀ x x ∈D⋀x - 3 < δ⇒  xx3-21 - 12 < ε
Il dominio di f è x ∈ ℝ ; x ≠ 213 ;  risulta precisamente
����
�������
Svolgiamo alcuni calcoli.
�������� ��� - �� - �� 
�� + � � - ��
� -�� + ��
�������� + � � - ��-(-� + �) � + � � + ��
����
������
Stabiliamo di prendere x tra 2.9 e 4.  Allora x3 - 21 > 2.93 - 21 > 3 ; questo sarà utile nel calcolo seguente: xx3-21 - 12 =  (x-3) x2+3 x+72 x3-21  <  (x-3)·42+3·4+72·3  ≤ 356 x - 3.
Adesso, fissato ε > 0 , facciamo in modo che l’ultimo membro sia < ε .  Ciò accade se x - 3 < 635 ε .
In conclusione, se x appartiene all’intervallo
I = [2.9 , 4]⋂] 3 - 635 ε, 3 + 635 ε[
allora  xx3-21 - 12 < ε ; ciò conclude la verifica del limite, perché I è un intorno di 3.
31 maggio 2018, es.5) In treno senza biglietto.
Crudelia deve fare un viaggio in treno da Bologna a Firenze e ritorno.  Il biglietto costa 20€ per l’andata, altrettanto 
per il ritorno.  Crudelia, priva di senso civico, si chiede se le convenga acquistare i biglietti o viaggiare senza bigli-
etto, sperando di non essere controllata.  La probabilità di visita del controllore è 0.2 in ciascun tratto; se sarà 
trovata senza biglietto Crudelia dovrà pagare 20€ del biglietto, più la multa di 50€; questo rischio si corre sia all’an-
data sia al ritorno.
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a) Calcolare se in base alla speranza matematica conviene acquistare i biglietti o viaggiare sprovvisti.
b) Rivedere la questione di (a) se anziché la speranza matematica si applica la funzione utilità u(x) = x - x2100 , per 
importi x espressi in €.   Si faccia attenzione che nel presente problema i “guadagni” sono sempre ≤ 0.
Soluzione.
a) Bisogna considerare tre possibili eventi: nessun controllo in entrambi i viaggi; un solo controllo in due viaggi; 
controllo in entrambi i viaggi.  Le rispettive probabilità sono 0.82 = 0.64 ; 2 ·0.8 ·0.2 = 0.32 ; 0.2 ·0.2 = 0.04 .
Indicata con X la variabile che esprime il “guadagno” ≤ 0 corrispondente, abbiamo
� =  ������ �� � � -�� -�������������� ���� ���� ���� �
La speranza matematica è

�=�
� �[[�]][[�]] * �[[�]][[�]]
-���
Viaggiare senza biglietto risulta allora conveniente, perché l’alternativa, cioè acquistare i biglietti comporta un “guadagno” certo uguale a -40 €.
b) Con la funzione utilità adottata
�[�_] �= � - �����
dobbiamo calcolare l’utilità attesa di u(X) e confrontarla con l’utilità dell’importo certo -40 corrispondente alla deci-
sione di viaggiare in regola con il biglietto.
� =  ������� �� �(�)� �[�] �[-��] �[-���]����������� ���� ���� ���� � ����������[�] ������ �� �(�) � -��� -�������������� ���� ���� ���� 
L’utilità attesa è

�=�
� �[[�]][[�]] * �[[�]][[�]]
-�����
Invece, l’utilità del costo certo di 40€, se si acquistano i biglietti, è
�[-��]-��
Anche in questo caso appare preferibile viaggiare sprovvisti di biglietto.
31 maggio 2018, es.6) Tassi interni di rendimento.
Mark ha 100 milioni di dollari (scriveremo 100 M$) da investire; decide di acquistare un’obbligazione che gli resti-
tuirà 20 M$ alla scadenza di ogni anno, per tre anni, e 50 M$ alla scadenza del quarto anno.
a) Scrivere, in funzione di v = 11+i , l’equazione risolvendo la quale si otterrebbe il tasso interno di rendimento i 
dell’investimento di Mark; verificare che tale tasso (arrotondato) è i = 0.03357
b) Alla scadenza del secondo anno l’azienda di Mark è in crisi; Mark chiede e ottiene il rimborso anticipato delle 
due rate future.  Il valore di rimborso è calcolato secondo il tasso di mercato di quel momento, uguale a 0.05.  
Calcolare l’importo che Mark riceve in quel momento, e il nuovo tasso interno di rendimento dell’investimento 
sottoscritto da Mark due anni prima, estinto dopo due anni nel modo sopra descritto
Soluzione.
a) Il tasso interno di rendimento dell’investimento di Mark è tale che sia uguale a 100 il valore attuale della rendita di 
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a)  uguale
quattro rate annuali degli importi indicati.  Deve quindi essere:
����������� ⩵ �� � + �� �� + �� �� + �� ��� {�� �}{� → ��������}
����� �� + � ⩵ ��������� �{{� → ���������}}
Questo è il valore più preciso del tasso.  La verifica a posteriori del fatto che il t.i.r. è  i = 0.03357  si svolge sos-
tituendo questo valore di i in v = 11+i  e calcolando l’espressione del valore attuale della rendita con tale v:
�� � + �� �� + �� �� + �� �� /� � → ��������
�������
ragionevolmente arrotondabile a 100, a conferma di questo si voleva verificare.
b) L’importo che Mark riceve è il valore attuale S delle due rate ancora da riscuotere, 20 M$ dopo un anno e 50 M$  
dopo due anni, al tasso 0.05, cioè
� = �� * (����)-� + �� * (����)-�
�������
In questo modo Mark ha investito 100 M$ ed ha ricevuto 20 M$ dopo un anno, (20 + S) M$ dopo due anni.  Il tasso 
interno di rendimento, che indichiamo ancora con i, in questo momento dal valore incognito, è tale che sia 100 M$ il 
valore attuale di 20 M$ dopo un anno e (20 + S) M$ dopo due anni:
����������� ⩵ �� * � + �-� + (�� + �) * � + �-�� {�� �����}{� → ���������}
(per la risoluzione manuale conviene indicare u = 11+i  e poi risolvere l’equazione di secondo grado
20 u + 84.3991 u2 = 100
e successivamente ricavare i ).
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